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Аннотация. Актуальность и цели. Приведена анали-
тическая модель при постоянном периоде между про-
верками и при недостоверном контроле технического 
состояния. Модель направлена на совершенствование 
технических систем при их проектировании и при об-
служивании в процесса эксплуатации. Целью статьи 
является формирование такой модели. Материалы и 
методы. Модель основана на описании процессов 
при эксплуатации объекта с одновременным исполь-
зованием марковской модели в непрерывном времени 
и полумарковского процесса. Модель применима для 
объектов и систем, в которых используется электрон-
ное оборудование. Результаты. Получена зависи-
мость расчетных значений вероятностных и времен-
ных показателей надежности от периодичности 
проверок, интенсивности отказов и вероятностей 
ошибок контроля I и II рода. Выводы. Модель являет-
ся результатом обобщения и совершенствования мо-
делей эксплуатации технических систем, построен-
ных на электронном оборудовании. Достоверность 
модели подтверждена математическими обосновани-
ями и представлениями о системе мониторинга тех-
нического состояния.  

Abstract. Background. An analytic model of a function-
ing item under regular period between checks and unreli-
able check-out operations is represented. The model is in-
tended for perfection of design and maintenance of 
technical systems. The aim of the article is forming such 
model. Materials and methods. The model is based on the 
theory of Markov processes in continuous time and sem-
imarkov processes using matrix methods for mathemati-
cal operations. The model can be applied for items and 
systems based on electronic equipment. Results. Consid-
eration of the model reveals the influence of check-out er-
rors of the first and the second kind and other parameters 
on the dependability level. Relations between parameters 
are derived using the model. Conclusions. The model is 
the result of generalization and perfection of operation of 
systems based on electronic equipment. The truthfulness 
of the model is confirmed by mathematical argumentation 
and comprehension of system operation and condition 
monitoring.  

© Зеленцов Б. П., 2020 



Диагностические методы обеспечения надежности и качества сложных систем 
 

Diagnostic methods for ensuring reliability and the quality of complex systems 47 

Ключевые слова: надежность объекта, постоянный 
период между проверками, ошибки контроля I и II 
рода. 

Keywords: dependability of an item, condition monitoring 
with regular period, check-out errors of the first and the 
second kind. 

Введение 

Известно, что надежность объекта зависит не только от параметров отказов, но и от качества 
системы технического обслуживания, составной частью которой является мониторинг технического 
состояния, который заключается в наблюдении за объектом с целью получения информации о его 
техническом состоянии и рабочих параметрах. Ввиду этого исследования надежности объектов  
с учетом мониторинга технического состояния остаются актуальными. Моделирование мониторинга 
позволяет решать проблемы исследования, проектирования и совершенствования технических си-
стем. Для этих целей используют теорию дискретных марковских процессов в непрерывном и дис-
кретном времени. Как в нашей стране, так и за рубежом проводятся разнообразные исследования  
в этой области. 

Мониторинг технического состояния применяется в разных областях техники с учетом спе-
цифических особенностей. Так, в области энергетики одной из основных проблем является релейная 
защита энергосистем, где требуется контролировать такие события, как ложное срабатывание си-
стемы мониторинга, отказ в функционировании, внутренние и внешние короткие замыкания [1, 2]. 
Оборудование телекоммуникационных сетей относится к системам длительного использования,  
в которых проводится непрерывный и периодический мониторинг различных участков сети, что 
позволяет установить необходимый уровень готовности сети с учетом резервирования оборудова-
ния и характеристик восстановления [3]. 

С системой мониторинга тесно связаны задачи по эксплуатационным испытаниям, которые 
являются достоверным источником получения информации об исходных характеристиках надежно-
сти [4–6]. Эти характеристики используются при построении различных моделей, реально отража-
ющих процессы в технических системах. От рациональной организации эксплуатационных испыта-
ний зависит достоверность получаемой информации и стоимость системы мониторинга. 

В работе [7] исследовано влияние полноты, глубины и безотказности контроля при моделиро-
вании надежности резервированных систем. Разработаны модели типовых структур надежности. Ре-
зультаты моделирования позволяют обоснованно выдвигать требования к характеристикам систем 
контроля. 

В работе [8] на основе аналитических методов мониторинга составлены модели обнаружения 
и диагностики отказов и повреждений в сложных системах. Конкретные исследования, связанные  
с периодичностью профилактических мероприятий, приведены в работе [9]. 

Системы со встроенным контролем изучались многими авторами. Так, в работе [10] исследо-
ван контроль правильности выполнения функции в системах с восстановлением. Модель основана 
на теории марковских процессов в непрерывном времени, при этом переходы между состояниями 
описаны с помощью системы дифференциальных уравнений. В исследованиях широко используют-
ся модели на основе полумарковских процессов [11, 12]. В работе [13] приведены теория и примеры 
применения полумарковских процессов. Применен метод вложенных цепей Маркова, на основе ко-
торого исследованы характеристики процессов в нестационарном режиме, в частности, временные 
характеристики в системах массового обслуживания. 

Концептуальная модель 

Мониторинг реализуется в виде операций контроля технического состояния, которые прово-
дятся периодически. Система мониторинга заключается в том, что периодически проводятся про-
верки, контроль функционирования, измерения параметров и на основании этого устанавливается 
факт наличия отказа. 

Во время эксплуатации объект используется по назначению (функционирует), подвергается 
разным видам технического обслуживания, в том числе проверкам технического состояния. С этой 
точки зрения эксплуатацию объекта можно представить состоящей из функционирования, проверок 
технического состояния и восстановления. С течением времени происходят переходы между этими 
фазами эксплуатации. 
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Во время функционирования объект может находиться в двух состояниях: работоспособном и 
неработоспособном. В неработоспособное состояние объект переходит при наступлении отказа, ко-
торый обнаруживается при проверке технического состояния в рамках проведения контрольных 
операций. Объект используется по назначению как в работоспособном, так и в неработоспособном 
состоянии. Если проверке подвергается работоспособный объект, то после проверки он возвращает-
ся на функционирование. Если же проверке подвергается неработоспособный объект, то он направ-
ляется на восстановление, после которого он возвращается на функционирование. 

При недостоверном контроле возможны ошибки контроля I и II рода. Если в конце периода 
объект окажется работоспособным, то при проверке возможна ошибка I рода, которая приводит к 
ложному восстановлению. Если же в конце периода объект окажется неработоспособным, то при 
проверке возможна ошибка II рода, которая приводит к тому, что на функционирование направляет-
ся неработоспособный объект. 

В данной модели рассматриваются разные периоды, связанные с отказами объекта. Период 
между двумя последовательными проверками может быть: 

1) работоспособным, если объект является работоспособным на всем периоде; 
2) с отказом, если в течение периода происходит отказ, при этом период состоит из двух ча-

стей: работоспособной части и неработоспособной части; 
3) неработоспособным, если объект является неработоспособным на всем периоде. 
Замечание. Отказ на периоде не изменяет продолжительность периода. 
В данной модели приняты следующие условия и допущения: 
1) отказы происходят с постоянными интенсивностями, т.е. отказы наступают в случайный 

момент времени, а время до отказа распределено по показательному закону; 
2) контроль состояния объекта производится с постоянным периодом, при этом начало каждо-

го периода отсчитывается от начала функционирования после восстановления или очередной про-
верки; 

3) при обнаружении отказа объект поступает на восстановление, после которого начинается 
функционирование в работоспособном состоянии. 

4) продолжительности проведения проверок и восстановления приняты пренебрежимо малыми. 
Последнее допущение принято для упрощения модели. Такое допущение позволяет оценить 

влияние различных факторов в «чистом виде». В частности, в соответствии с установленными нор-
мами коэффициент готовности является вероятностью работоспособного состояния без учета пла-
нируемых периодов, в течение которых применение объекта по назначению не предусмотрено.  
В случае необходимости учесть конечное время нахождения в состояниях контроля и восстановле-
ния в рамках данной модели не составляет затруднений. Также следует отметить, что в результате 
выполнения последнего допущения получены простые формулы для вычисления показателей 
надежности. 

Целью статьи является составление модели надежности объекта с постоянным периодом меж-
ду проверками с учетом приведенных условий и ограничений. 

Характеристики состояний на одном периоде 

На одном периоде начальным может быть как работоспособное, так и неработоспособное со-
стояние. Если работоспособное состояние является начальным, то вероятности этих состояний  
в момент времени t ∈  [0; T] в соответствии с принятыми допущениями имеют вид 

pр(t) = e–λ∙t; pн(t) = 1 – e–λ∙t,   (1) 
где T – установленный (постоянный) период между проверками, λ – интенсивность отказов. 

При t = T получаем вероятности работоспособного и неработоспособного состояний в конце 
периода при условии, что работоспособное состояние является начальным: 

pр = pр(T) = e–λ∙T; pн = pн (T) = 1 – e–λ∙T.   (2) 
Средние времена нахождения в этих состояниях на одном периоде при начальном работоспо-

собном состоянии: 

0

λ
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Замечание. θр и θн – это средние времена нахождения в работоспособном и неработоспособ-
ном состояниях на периоде с отказом. 

Если неработоспособное состояние является начальным на периоде, то в этом случае следую-
щий за ним период является неработоспособным: 

рθ 0= ; нθ T= .   (4) 

Замечание. Продолжительность периода не зависит от наличия или отсутствия отказа. 

Переходы между состояниями фаз эксплуатации объекта 

Диаграмма состояний приведена на рис. 1. На диаграмме обозначено: 1Р1 – работоспособное 
состояние объекта в начале периода; 2Р2 – работоспособное состояние объекта в конце работоспо-
собного периода; 3Н1 – неработоспособное состояние объекта в конце периода с отказом; 4Н2 – не-
работоспособное состояние в конце неработоспособного периода, является результатом ошибки 
контроля II рода; 5ПР и 6ПН – проверка работоспособного и неработоспособного объекта; 7В – вос-
становление работоспособности объекта; α – вероятность ошибки контроля I рода; β – вероятность 
ошибки контроля II рода. 

С вероятностью ошибки контроля I рода происходит переход 5→7 (ложное восстановление) и 
с вероятностью ошибки контроля II рода происходит переход 6→4 (необнаруженный отказ), где со-
стояние 4 является неработоспособным, при этом неработоспособное состояние является начальным 
состоянием неработоспособного периода. 

 

 
Рис. 1. Диаграмма состояний объекта 

 
Из приведенной диаграммы видно, что работоспособное состояние является начальным после 

восстановления или очередной проверки работоспособного объекта. Следующий за этим период 
может быть работоспособным (переход 1→ 2) или с отказом (переход 1→ 3). Таким образом, рабо-
тоспособное состояние 2 и неработоспособное состояние 3 – это состояния в конце периода. 

После состояний 2 и 3 в рамках контроля технического состояния производится проверка со-
ответственно работоспособного и неработоспособного объекта. Если объект является работоспо-
собным, то после проверки он направляется или на функционирование, или на восстановление в ре-
зультате ошибки контроля I рода. Если же проверке подвергается неработоспособный объект, то он 
направляется на восстановление или продолжается его использование в неработоспособном состоя-
нии в результате ошибки контроля II рода. После восстановления объект всегда направляется на 
функционирование в работоспособном состоянии. 

Метод исследования 

В данной модели имеют место события, происходящие в непрерывном и дискретном времени. 
Отказ объекта на работоспособном периоде происходит в непрерывном времени, однако переходы 
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1→ 2, 1→ 3, 6 → 4 происходят в дискретном времени. Поскольку принято, что время проверки и 
время восстановления являются пренебрежимо малыми, то фактически происходит отражение от 
состояний 5, 6, 7 после попадания в них. Переходы между состояниями описаны с помощью полу-
марковского процесса [11–13]. Исходными характеристиками при этом являются переходные веро-
ятности, названные вероятностями прохождений. Вероятность прохождения qij – это вероятность 
перехода из i-го состояния в j-е состояние при условии, что происходит выход из из i-го состояния. 
Вероятности прохождений приведены на диаграмме состояний. По этой диаграмме формируется 
матрица вероятностей прохождений Q. 

В данной модели применен метод относительных частот, основанный на использовании веро-
ятностей прохождений [14, 15]. 

Пусть U – некоторое множество несущественных состояний. В матрице вероятностей про-
хождений на множестве U, QUU отображены переходы только между состояниями множества U.  
По матрице QUU находится матрица относительных частот NU множестве U: 

NU = || nU (i,j) || = (E – QUU) –1,   (5) 
где nU(i,j) – среднее число вхождений (попаданий) в j-е состояние до выхода из множества U при 
условии, что i-е состояние является начальным при вхождении в множество U. Элементы матрицы 
относительных частот названы относительными частотами состояний. Если известно начальное 
распределение вероятностей состояний q(0), то относительные частоты состояний можно предста-
вить в виде строки 

nU = || nU (j) || = q(0)∙ NU.   (6) 
 
Разобьем множество состояний на два подмножества: U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, V={7}. В результате 

такого разбиения эксплуатацию объекта можно представить в виде последовательных переходов 
между этими подмножествами: U → V → U → V … Будем называть циклом нахождение объекта  
в состояниях подмножества U и следующее за ним нахождение в состояниях подмножества V.  
Из диаграммы рис. 1 следует, что подмножество U всегда начинается с состояния 1. 

Матрицы вероятностей прохождений на всем множестве состояний и на подмножестве U, Q и 
QUU соответственно: 
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0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1

1 α 0 0 0 0 0
0 0 0 β 0 0

UU

p p

Q

 
 
 
 

=  
 
 −
  
 

. 

По матрице QUU вычисляется матрица относительных частот NU по формуле (5). Поскольку 
состояние 1 всегда является начальным при переходе V → U, то средними относительными частота-
ми состояний являются элементы первой строки матрицы NU: 

nU = || nU(j) || = 
р

1
1 (1 α) p

⋅
− − ⋅

|| 1 рp  нp  нβ
1 β

p⋅
−

 рp  н

1 β
p
−

||.  (7) 

Средние относительные частоты состояний: 

nU(1) = 1
А

; nU(2) = nU(5) = 
λ Тe
А

− ⋅

; nU(3) = 
λ1 Тe

А

− ⋅− ; 

nU(4) = 
λβ (1 )

(1 β)

Тe
А

− ⋅⋅ −
− ⋅

; nU(6) = 
λ1

(1 β)

Тe
А

− ⋅−
− ⋅

,   (8) 

где А = 1–(1– α)∙е–λ∙Т. 
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Показатели надежности объекта 

Показатели надежности будем определять через временные характеристики состояний. Сред-
нее время нахождения в одном состоянии на одном цикле определяется произведением средней от-
носительной частоты состояния и среднего времени нахождения в этом состоянии после попадания 
в него. 

В рамках приведенной модели будут вычислены: 
– средняя продолжительность работоспособного и неработоспособного состояний; 
– среднее время цикла; 
– коэффициент готовности и коэффициент неготовности. 
Средние относительные частоты периодов на одном цикле: nU(2) – среднее число работо-

способных периодов; nU(3) – среднее число периодов с отказом; nU(4) – среднее число неработо-
способных периодов. В соответствии с принятыми допущениями продолжительность каждого из 
этих периодов равна T. Исходя из этих представлений получаем расчетные формулы для средне-
го времени работоспособных и неработоспособных состояний на одном цикле tр и tн соответ-
ственно: 

tр = nU(2)∙T + nU(3)∙θр = 
λ λ 2λ (1 )
λ

Т ТT e e
А

− ⋅ − ⋅⋅ ⋅ + −
⋅

;  (9) 

tн = nU(3)∙ θн + nU(4)∙T = 
λ

λλ (1 β) (1 ) (1 )
(1 β) λ

Т
ТT e e

А

− ⋅
− ⋅⋅ − − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ ⋅
.  (10) 

Сумма этих времен составляет среднее время цикла эксплуатации: 

tц = tр + tн = 
λ1 β

(1 β)

Тe Т
А

− ⋅− ⋅ ⋅
− ⋅

.   (11) 

Пояснение. Среднее время цикла – это среднее время между восстановлениями объекта.  
По нему можно определить среднюю частоту восстановлений – среднее число восстановлений  
в единицу времени. В частном случае, при β = 0 среднее время цикла составляет Т/А = nU(1)∙Т,  
что соответствует концептуальной модели. 

Коэффициент готовности Кг и коэффициент неготовности Кн: 

Кг = р

ц

t
t

= 
λ λ

λ

21 β λ (1 )
1 β λ

Т Т

Т
T e e

e T

− ⋅ − ⋅

− ⋅

− ⋅ ⋅ + −⋅
− ⋅ ⋅

;  (12) 

Кн = н

ц

t
t

= 
λ λ

λ
1 λ (1 β) (1 )

1 β λ

Т Т

Т
e T e
e T

− ⋅ − ⋅

− ⋅

− ⋅ − − ⋅ −⋅
− ⋅ ⋅

.  (13) 

Проверка показывает, что Кг + Кн = 1. 

Результаты исследования 

Введем новый параметр ρ = λ·T, который назовем приведенной интенсивностью отказов. При-
веденная интенсивность отказов – это среднее число отказов за период T. Использование одного па-
раметра вместо двух позволяет упростить исследование. Выразим через параметр ρ показатели 
надежности. Соответствующие формулы приведены в табл. 1. 

В табл. 2 приведены значения коэффициента неготовности в зависимости от ошибок контроля 
II рода при одной и той же приведенной интенсивности отказов ρ = 10–3. Видно, что коэффициент 
неготовности существенно зависит от ошибок контроля II рода: порядок коэффициента неготовно-
сти изменяется от 10–7 до 10–3 при возрастании вероятности ошибок контроля II рода. Однако коэф-
фициент неготовности не зависит от ошибок контроля I рода, так как временные характеристики  
(tр, tн, tц) зависят пропорционально от вероятности ошибок контроля I рода. 
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Таблица 1 

Показатели надежности объекта, выраженные с помощью приведенной интенсивностью отказов 
Показатель надежности Формулы для вычисления 

1. Среднее время цикла 
tц = 

ρ1 β
(1 β)

e Т
А

−− ⋅ ⋅
− ⋅

 

2. Среднее время работоспособного 
состояния на одном цикле tр = 

ρ ρ 2ρ (1 )
ρ

e e Т
А

− −⋅ + − ⋅
⋅

 

3. Среднее время неработоспособного состояния на одном цикле 
tн =

ρ
ρρ (1 β) (1 ) (1 )

(1 β) ρ
e e Т
А

−
−− − ⋅ − ⋅ − ⋅

− ⋅ ⋅
 

4. Коэффициент готовности 
Кг = 

ρ ρ 2

ρ
1 β ρ (1 )

1 β ρ
e e

e

− −

−

− ⋅ + −⋅
− ⋅

 

5. Коэффициент неготовности 
Кн = 

ρ ρ

ρ
ρ (1 β) (1 ) 1

1 β ρ
e e

e

− −

−

− − ⋅ − −⋅
− ⋅

 

 

Таблица 2 

Значения коэффициента неготовности при разных значениях  
вероятностей ошибок контроля и при ρ = 10–3 

β 0 0,001 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 
Кн 5∙10–7 1,5∙10–6 1∙10–5 1,1∙10–4 2,5∙10–4 4,3∙10–4 6,7∙10–4 1∙10–3 

 
В табл. 3 приведены значения среднего времени неработоспособного состояния, отнесенные  

к единице времени между проверками (tн/T). Видно, что среднее время неработоспособного состоя-
ния на одном цикле существенно зависит от ошибок контроля I и II рода. С ростом вероятности 
ошибок контроля II рода среднее время неработоспособного состояния существенно увеличивается 
(по данным таблицы на 3 порядка). Однако возрастание вероятности ошибок контроля I рода приво-
дит к уменьшению среднего времени неработоспособного состояния ввиду того, что уменьшается 
время цикла или увеличивается частота восстановлений (см. диаграмму состояний объекта). 

Пусть при ρ = 0,001 и при заданных значениях α и β обеспечивается определенное значение 
среднего времени неработоспособного состояния tн на одном цикле. Если при этом λ = 0,001 1/ч,  
то следует выбрать периодичность проверки T = 1 ч. Если λ = 10–4 1/ч, то проверки можно проводить 
через каждые 10 ч. Если же λ = 0,01 1/ч, то периодичность проверок должна быть уменьшена  
до 6 мин для обеспечения выбранного значения tн. 

Таблица 3 

Значения параметра tн/T 
β 
α 

0 0,001 0,01 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

0 5∙10–4 1,5∙10–3 0,011 0,112 0,25 0,43 0,67 1 
0,01 4,5∙10–5 1,4∙10–4 9,6∙10–4 0,01 0,02 0,04 0,06 0,091 
0,05 1∙10–5 3∙10–5 2∙10–4 2,1∙10–3 5∙10–3 8,4∙10–3 0,01 0,02 
0,1 5∙10–6 1,5∙10–5 1,1∙10–4 1,1∙10–3 2,5∙10–3 4,3∙10–3 6,7∙10–3 9,9∙10–3 
0,2 2,5∙10–6 7,5∙10–6 5,3∙10–5 5,6∙10–4 1,2∙10–3 2,1∙10–3 3,3∙10–3 5∙10–3 
0,3 1,6∙10–6 5∙10–6 3,5∙10–5 3,7∙10–4 8,3∙10–4 1,4∙10–3 2,2∙10–3 3,3∙10–3 
0,4 1,2∙10–6 3,7∙10–6 2,6∙10–5 2,8∙10–4 6,3∙10–4 1∙10–3 1,7∙10–3 2,5∙10–3 
0,5 1∙10–6 3∙10–6 2,1∙10–5 2,3∙10–4 5∙10–4 8,6∙10–4 1,3∙10–3 2∙10–3 

Заключение 

В заключение можно сделать выводы, свидетельствующие о новизне и полезности проведен-
ного исследования: 
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1. При проектировании или при совершенствовании обслуживания сложных систем следует 
принимать во внимание не только коэффициенты готовности или неготовности, но и временные ха-
рактеристики, связанные с надежностью. Представленная модель позволяет рассчитать и спрогно-
зировать такие показатели с учетом интенсивности отказов, периодичности проверок и вероятно-
стей ошибок контроля I и II рода. 

2. В статье использован параметр «приведенная интенсивность отказов», позволяющий объ-
единить интенсивность отказов и периодичность проверок. 

3. Достоинством модели является возможность ее реализации матричными методами с ис-
пользованием компьютерного моделирования. 

4. На основе приведенной модели получены расчетные формулы для показателей надежности 
и проведены иллюстративные расчеты при конкретных значениях исходных параметров. 

Следует отметить, что модели надежности реальных систем являются более сложными. Эти 
модели могут быть построены на основе и с использованием идей приведенной модели. В частно-
сти, в этих моделях может быть учтено время восстановления, которое может быть случайным с за-
данным распределением или фиксированным. Для планирования объемов работ по обслуживанию 
эксплуатации оборудования целесообразно использовать частоту восстановления – число восста-
новлений в единицу времени. 
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